BTS CIRA1
Les fonctions d’une variable réelle

1 Les fonctions de référence

1. Les fonctions affines

Une fonction affine f'est définie sur R par f(x) = ax + b ou a et b sont des réels fixés.
Une fonction affine est dérivable sur R et, pour tout nombre réel x, f'(x) = a.

Casa>0 Casa<0
[est strictement croissante sur R fest strictement décroissante sur R
X —00 ~+00 X —00 ~+00
Jf (x) + Jf(x) -
+oo
/@ / /@
—00

Exemples.

Repasse en rouge f et g en vert h et i

f(x):2x+1 g(x)=—2x+2 h(x)zix_3 i(x)=—§x—1

2. fonctions polyndme du second degré
Une fonction polyndme du second degré f est définie sur R par f(x) = a®x + bx + coua, b et c sont
des réels fixés.

Une fonction polynéme du second degrés (fonction trinbme) est dérivable sur R et, pour tout nombre réel
x, f'(X) = a2x + b.

Sia>0 S1 a<0
b
+ + w
b
4 b | f(—g)
fx) , fx) <
f(—z) > |
- o0 - Q0
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Repasse en rouge f et ,envert h et i
I S FRPA 1 1 f(36)=le—43€+53 B N v IR T
g) = —x* +x+3

_ h(x) ==x2+x—1
4 24
i(x) = —x% — 6x — 6

Comment résoudre ax? + bx + ¢ = 0 sera étudié & un autre moment (équations différentielles)

3. La fonction logarithme népérien
: : rore ) SR . . 1
La fonction logarithme népérien notée In a pour dérivée la fonction inverse x = ~ sur 10,+oo[ etelle

vérifie In1= 0.

Propriétés du logarithme népérien.
Pour tous réels a et b tels que @ > 0, b > 0 et pour tout entier relatif #.
In(axb) = Ina + Inb ln% = -Ina Ing = Ina — Inb In a"=n Ina Inva = %lna

Variations du logarithme népérien.
SR . 1
Pour tout x €]0,+o0[, la dérivée de In est la fonction : x = o

La fonction In est strictement croissante sur ]0,+oo[. 1-

x 0 1 +w 0 1 2 3 4 ] ] 7
: 1
fa) =1 +
400 a
f(x) =Inx 0
—00 / -4

4. La fonction exponentielle
La fonction exponentielle notée exp, est la fonction inverse de la fonction logarithme népérien ¢a veut dire
qu’elle associe a tout nombre réel x le nombre strictement positif unique y N /
telquex=Iny:
exp : R—]0,+oo[
x » y=expt=e* etonall x=lIny

Propriétés de I’exponentielle. 3

Pour tous réels a et b tels que a > 0, b > 0 et pour tout entier relatif .

edth = pa x e.b, ed—b = %3 e~ = la et (eM)" = ena 24
e e

Variations de I’exponentielle. /

Pour tout # € R, la dérivée de exp est elle-méme. . . : 0

La fonction exp est strictement croissante sur R.
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t —o0 0 +00
fi@) =ef +
+00 X 0 +00
f@) =ef 1
"(x) =—= 1l +
400
5. La fonction racine f(x) =+x
La fonction racine est la fonction définie sur [0,+oo[ par 0 /

f(x) = vx elle est dérivable sur ]0,+oo[ et admet comme

dérivée sur cet intervalle la fonction f'(x) =

1

2Vx
/_'__,_,_,—'—'—""_,—
4 & )

I

Dérivation d’une fonction

1. Interprétation géométrique
Soit fune fonction définie sur un intervalle I et cssa courbe représentative dans un repere orthogonal.
Soit a un nombre réel de ’intervalle 1, le point A est le point de la courbe ¢, d’abscisse a.

On suppose que la courbe cyadmet en A une tangente T non paralléle a I’axe des ordonnées :

fa)).

dérivable en a.

On appelle nombre dérivé de fen a le coefficient
directeur de la tangente T a la courbe cyau point A (a,

Ce nombre dérivé est noté f'(a) et on dit que fest

y

0 x|
a
2. dérivées des fonctions usuelles & regles:
Fonction f Dérivée f' Fonction f Dérivée f’
f(x) = a un nombre reoN ro
réel constant fix)=0 utv Ut
flx) =x" f'(x) = nx"! ku kxu
(x) ! "(x) ! uv u'v +uv
xX)=— X)=—
f X f x?
! 1 1 _u’
xX) = X X)) = ——— —_ J—
1 u u'v—uv
f) = Inx @ == . =
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f(x) =e* f'(x) =e* u” nu" "1y’
f(x) = sinx f'(x) = cosx In (u) %
f(x) = cosx f'(x) = —sinx e¥ et xu
fx) =e* f'(x) =e*
Pour dériver en utilsant Xcas la fonction f(x) = 5e73% + x?
On commence par définir f ainsi : f (x):=5exp(-3x)+x"2
Puis on dérive : derive(f(x))

3. Application de la dérivée.

Théoreme.

Soit f'une fonction dérivable sur un intervalle I et f’sa fonction dérivée.
e Si, pour tout nombre réel x de I, on a f'(x) > 0 alors f'est strictement croissante sur I.
e Si, pour tout nombre réel x de I, on a f'(x) < 0 alors fest strictement décroissante sur .
e Si, pour tout nombre réel x de I, on a f'(x) = 0 alors f'est constante sur I.

Théoréme.
Soit f'une fonction dérivable sur un intervalle I et f’sa fonction dérivée.
e Si, pour la valeur a de I, la dérivée s’annule en changeant de signe alors la fonction f'admet un
maximum local ou un minimum local.

Théoréme.
Soit fune fonction dérivable sur un intervalle [a,b] et k un réel tel que f(a) < k < f(b).
e Si, pour tout x de Ja,b[, ona f'(x) > 0 ou f'(x) < 0 alors I’équation f(x) = k admet une solution
unique dans I’intervalle [a,b].

111 Limites d’une fonction
Dans les tableaux ci-dessous : acRoua=+woua=-w, Le R
Somme de fonctions.

Si gci_lgu(X) L L L +00 +00 —o0
et gci_l)lo}v(x) L’ +00 —o0 +00 —00 —0

Alors im[u@) + vl | L+L’ | 4o — teo |, fomme —
x-a indéterminée

Produit de fonctions.

Si limu(x) L L#0 0 +00 ou —00
et }Ci_r)lglv(x) L’ +00 OU —00 +00 ou —© +00 ou —00
alors }Cl_r)r& [u(x) X LxL’ +00 ou —oo selon la Forme +00 ou —oo selon la
v(x)] régle des signes indéterminée régle des signes

Inverse d’une fonction.

Si }ciir}lu(x) L=0 0 0" +00 —0
: 1 1 + _
alors gcl_rg e T —o0 +oo 0 0
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Quotient de fonctions.

Si !{i_r)I(IIU(X) L L=0 L 0 |00 ou—o0 +00 QU —00
et li_rpv(x) L’=0 0" ou0 +oo ou—oo | 0 |+o0 ou —oo L’
alors lim “® L +o<? ou —oo se;lon la 0 ‘ FOM? ’ +°? ou — sc?lon la
x—a v(x) L’ régle des signes indéterminée | régle des signes
Exemples.

> 1. f(x)=x2+l limx2=+ooet Jim %zOdonc lim x2+1=+00
2. f(x)=(— x+7)\/_ llm —x+7——ooet llm\/— +00d0nc llm( —x + DVx =

X—+00
»3. f(x) = x% + 4x sur ]R llm x? = 400 et Jim 4x = —oo, la forme est donc indéterminée.
Lorsqu’on a une forme 1ndeterm1nee, on transforme 1’écriture de la fonction pour lever I’indétermination.
f(x) = x? (1 +i), lim x? = 4o et lim (1 +f) =1donc lim x? + 4x = +oo
X X——00 X—>—00 X X—>—00

»4. . g(x) = 23 sur ]-o0,—1[U]-1,+00[, lim 2x —3 = +o et lim x+ 1 = +oo, la forme est donc
x+1 x—+00 xX—+0

indéterminée.
o s G P=2et lim 1+1=1done lim Z2=2=>
g(x) = x(1+;) 1+ x_1)+(>o —=-=2¢t 1m + == onc 1m e ik

Théoréeme de Composition des fonctions.
Soit g, /" et u trois fonctions telles que f(x) = g o u(x) = g(u(x)) pour tout x.
Si !Ci_lgu(x) =bet lti_>n’}g(t) = c alors !ri_r}‘}f(x) = !ri_r)lt}g(u(x)) =c

Exemple.

g
f(x) = (Inx)? sur ]0,+oo[. La fonction f'est composée de x S Inx o (Inx?) ou
u: xelnxetg : tot2

lim L u(x) = llm Inx = —0 et llm 1 g() = lim t? = +oo donc lim f(x) = lim g(ux)) = +oo
x—07" x—-0" - x—-0" x—0"

Théoréeme des gendarmes.
Siulx) < f(x) < v(x) et xl_i)grnoou(x) = xl_i)llloov(x) =L alors xl_i)grnoof ) =

Théoréme.
Siux) < f(x) etsi xlirpwu(x) = +oo0 alors xl_i)rpoof x) = +o0.

Exemple
£ = <k
or lim _—21— lim %—Odonc lim g_o.
x—+00 X x—+00 X X—+o0o X
Théoréme. Voir formulaire.
e Pour tout nombre réel oo > 0, lim l% =0, lim e—t =400
t>+oo t ? t>+o0 t*
e Pour tout nombre réel o > 0, lti_r)rolt“lnt =0
Exemples.
In(0,3x) 1n(0,3x)
> 1. Sur J0,+eof f(x) = 5x 0,3x 5
xl_l)erO,Bx =+ et tl_l)m ]% = 0 donc 11m f(x)
P2 f(x)=xe =1 =Xx1 11m Z=0et Jim 1 = 0donc Jim f(x) =0

e2x exX 7 eX’ xSk e oo e*
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