CALCUL INTEGRAL

1/ Primitives

Avant de commencer assurez vous que vous avez bien compris le chapitre sur la dérivation car chercher une primitive est le
raisonnement inverse a la recherche d’une dérivée.

1.1/Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On appelle primitive de f toutes fonction dérivable suri vérifiant :

Remarque :

F'(x) = f(x)

k étant un réel donné, si f admet une primitive F alors les primitives de f sont du type F(x) + k

Xoet yoétant fixés il existe une unique primitive F de ftelle que f(xq) = v,

Exemple : soit f telle que f(t) =5t+1 . Trouver une primitive de f.

1.2/Calcul de primitives

1.2.1/Primitives de fonctions usuelles :

flx) une primitive F(x) Calculer les primitives des fonctions définies comme suit :
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1.2.2/Opérations sur les primitives

Forme de la fonction

Une primitive

Calculer les primitives des fonctions définies comme suit :

a) f(x) =x*—-3x b)g(x) = 5x3
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| 2/Intégrale d’une fonction

Définition.
Soit f'une fonction dérivable sur un intervalle I de R, F une primitive de f'sur I, a et b deux nombres de I.

On appelle intégrale de a a b de f'le nombre réel noté F(b) — F(a) et on note : ff f(t)dt = F(b) — F(a).

Méthode.
Pour calculer fab f(t)dt, on commence par déterminer une primitive F de f'et on note fab f(®©)dt = [F(t)]%, puis on calcule F(b) —

F(a).

Remarque.
, . b . . Lo , . )
Dans I’expression fa f(t)dt, la variable ¢ est dite muette ce qui signifie que 1’on peut la remplacer par une autre variable :

[PF@©adt = [P feodx.

Exemples.
o . 3 2, 5 e1 11 Inz 11 L
Calculer les intégrales suivantes : ["4dt, [[(x* + Ddx, [, 2dt, [, 5dt, [~ e*dx, [[ —dx et [3sintdt
Propriétés :
Relation de Chasles :

[ b c
f fodt = f Fodt + fb fdt
Linéarité de I’intégrale

b b b
[ @r+pp@ac=a[ r@ac+p [ gwar

3/Interprétation graphique

3.1/Cas des fonctions positives.

1¢" exemple. Une fonction constante.

On consideére la fonction constante f'définie sur [0,2] telle que f{x)
=2,

Tracons la fonction f'et déterminons 1’aire « sous la courbe ».
L’aire du rectangle est 2x2 =4

Calculons fozf(t)dt = foz 2dt =[2t]5=4-0=4

2¢ exemple. Une fonction affine.

On considére la fonction affine g définie sur [0,5] telle que g(x) =
2x+1.

Tragons la fonction g et déterminons I’aire « sous la courbe ».

L’aire du trapéze est Qrinxs _ 30

2 5
Calculons fosf(x)dx = fOS(Zx + 1Ddx = [2%+x]0 = T
[x?+x]5=25+5=30

N

Théoréme.

Soit f'une fonction dérivable et positive sur un intervalle
[a,b].

L’aire A du domaine délimité par la courbe ¢ d’équation y &l
= f(x), ’axe des abscisses et les droites verticales It

d’équationsx=aetx=best: A = f;f(t)dt.
Remarque.

L’aire est calculée en « unités d’aire ». Cette unité dépend des longueurs choisies comme unité sur 1’axe des abscisses et des
ordonnées.

1 2 3 4 5 6 7 8=x

Exemple.
Déterminer la portion d’aire comprise entre la courbe de la fonction f(x) = e*, ’axe des abscisses et les droites x =0 et x = 2.
3.2/Cas des fonctions négatives

Théoreme.
Soit f'une fonction dérivable et négative sur un intervalle [a,b].
L’aire A du domaine délimité par la courbe ¢ d’équation y = f{x), I’axe des abscisses et les droites verticales d’équations x = a et x

=hest: A= —fabf(t)dt.



4/Valeur moyenne / Valeur efficace

4.1/Valeur moyenne

Définition.

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle [a,b] avec a < b
On appelle valeur moyenne de f'sur [a,b] le nombre réel

1 b
mf F(e)dt

Interprétation graphique :

L’aire A du domaine D délimité par la courbe représentative
de f, ’axe des abscisses et les droites d’équation x=a et x=b
est égale a I’aire du rectangle dont la longueur et fioy et la
largeur est (b-a) : A= fimey (b-2)

a=-1

Exemple.
Déterminer la valeur moyenne de la fonction f(x) = x2 sur
[0,1].

4.2/Valeur efficace

Soit un courant dont la tension exprimée

4 o T )
a linstant ¢ est u(t)=U sin| 2nt + P .U est un réel
\ 4

J

positif qui représente 'amplitude de la tension (valeur
de créte), clest-a-dire la valeur maximale prise par la
fonction u. La pulsation de la tension exprimée en
rad-s™ est égale & 2n et la phase a l'origine exprimée

. g .
en radian est égale a o

1. Calculer la valeur moyenne de la tension sur [0;1].
Z. On appelle valeur efficace d’une grandeur f sur un
R
[ 2 (e)a
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. On veut calcu-

intervalle [« ; b] le nombre \X

ler la valeur efficace de u sur [0 . l] 3
a. Vérifier que la fonction t - 3 —l—sin{ ame+ = ]
2 8t |\ 2

ot . 5 T =
est une primitive de ¢ > sm’( 2t +— | sur R,
. 4,

On utilisera la formule de triponométrie suivante :

2
b. Montrer que la valeur efficace de u sur [0;1] est

- 1—cos(2a) )
sin?(a) = —————=  pour tout réel a.

U i
- Cette valeur efficace ne dépend ni de la phase, ni

de la pulsation.

S/Intégration par parties

Théoréme. Intégrations par parties

Soit u et v deux fonctions définies sur un intervalle [a,b] telles que :
Si u et v sont dérivables sur [a,b] et que u’ et v’ sont aussi dérivables sur [a,b]

alors [ u(O)v'(©)det = [w(©v(©)]5 - [T v/ (©v(t)dt

Démonstration.

(uv)’ = u'v + uv’ donc uv' = (uv)’ — u'v Si ces deux fonctions sont égales alors leurs intégrales le sont aussi donc
[u®v'©de = [ (wv) ©de — [ u'@©v©)de = [u@v©)]; - [ v/ (Ov(e)de

Exemples.
1. Calculez I = f01 tetdt.
u'(t) =et u@®)=et

On utilise I’intégration par parties : v(t) = ¢ V) =1

doncl=[te‘]%,—follxetdtze—[et]é=e—[e—e°]=e—e+1=1

2. Déterminer la primitive de In x qui s’annule en 1 soit F(x) = [ 1x Intdt

u@)=1 ult)=t

On utilise I’intégration par parties : v(®) = Int v'(t) = %

donc F(x) = [tInt]} — flxt X %dt =xlnx — [t]f = xlnx —x + 1

3 Calculer I = [2tcos2t dt




5/Intégrale et parité

Si f est paire sur [-a ;a] :

f_‘:f(t)dt = zfoaf(t)dt

Si f est impaire sur [-a ;a] :

f_af(t)dt =0

Rappel : La fonction cosinus est paire et la fonction sinus est impaire
Le produit de deux fonctions paires est une fonction paire
Le produit d’une fonction paire et d’une fonction impaire est une fonction impaire
Le produit de deux fonctions impaires est une fonction paire

Application : soit f une fonction paire définie sur [0 ;1] par f(t)=2t
Calculer I, = f_ll f(t) cos(nt) dt

Jo = 2, F(®) sin(nt) dt

5/Intégrale et périodicité

Si f est périodique de période T

a+T T/2

T
FOdt = f fode= [ f@ade
0

a -T/2

Application :

On considere la fonction f, périodique de période 2w définie par f(t)=-2 sur [0 ; 7]
1/Calculer, en utilisant la formule w = Z?H , la pulsation.

2/Représenter la courbe représentative de f sur ’intervalle [-2 ;2 7]

3/ Calculer f_TT/fZ f(®adt

4/ Soit n un entier naturel non nul. Calculer I,, = f_TT/jZ f (@) cos(nwt) dt

5/ Soit n un entier naturel non nul. Calculer J,, = f—TT/jz f(t) sin(nwt) dt



