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Chap 4. Développements limités

I. Développement limité au voisinage de 0 :

Définition.
Un développement limité d'une fonction f au voisinage de 0 est une approximation de f par un polynéme
et un reste qui peut étre négligé lorsque x est treés proche de 0.
DL,(0)def: f(x) = ap + a;x + ax*+... +a,x™ + x™e(x) avec }Cirrée(x) =0
N——— —

partie rigulire reste nilgligeable
Exemple. »
U Approcher la fonction exponentielle par un polynome de degré 1.
Quelle est I’équation de la tangente a f(x) = e* enx=0? 37

f'(x) = e* et I’équation de la tangente est y = f'(a)(x — a) + f(a) donc
y=f(0)x-0)+f(0)=e’(x-0)+e’=x+1.
Cela signifie que lorsque x est proche de 0, on peut approximer la fonction /

exponentielle f(x) = e* par la fonction g(x) = 1 + x.
e*—(1+x) — e*—(1+x) — eX—1—x — eX—1

Soit la fonction €1 (x) = p p P -1, Li_r)%sl(x) =0

‘ donc ¥ =1+ x + xe(x), c’est le DL;(0) de exp a ’ordre 1 en 0. ‘ 4
Conséquence : }ci_r)lgexT_l = }ci_r)ré(l +e) =1

U Approcher la fonction exponentielle par des polynomes.

Le DL,(0) de la fonction exp este* =1 + x + Le DL3(0) de la fonction exp este* =1+ x +
XZ—Z + x2g(x) avec lime(x) = 0 Yiey x3e(x) avec lime(x) = 0
x—0 2 6 X—=0
y y
21 27

¥

o4

Théoréme d’unicité.
Si fpossede un développement limité d’ordre n en 0 alors il est unique.

Formulaire.

Développement limité au voisinage de zéro des fonctions usuelles
2 n

et =1+ +5+...+ -+ t"e(t) avec lime(x) =
! n! x—0

1— =1—t+t*+... +(= D" + t"e(t) avec lime(x) = 0
+t x—0

2 3 n
In(14+¢t)=t-— t— + t—+ +(—1)n_1 t— + t"e(t) avec lims(x) =0

sint = ; -= + + 4+ (=1)P —— + t2P+1g(¢) avec lime(x) =

(2p+1)'

@t t?Pe(t) avec lime(x) =

a(a—1)...(a—n+1)
n!

cost—l——+ + (1P —
a(a 1

I+ =1+73 t + t24.. .+ t" + t"e(t) avec }Cl_r;%s(x) =0
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Remarque.
La fonction € n’est pas toujours la méme.

Définition.

La factorielle d'un entier naturel n, notée n!, est le produit des nombres entiers strictement positifs
inférieurs ou égaux an:n!'=nn—-—1)(n—-2) x...3x2x1

Exemple.

1!'=1, 21=2, 31=6, 4!1=24, 5!=120 ...

Exemple.
DLs(0) de In(1+¢) : In(1 + t) =t—— + ——= + "y t5e(t)
t5 t7 9
DLo(0) de sin(?) : sint =t —— + S0 " som0 T 3zese T e(t)
_ ¢t ¢ 8 _ ln(1+t) : e 28
Déterminer %%17—%%(1_?4‘@_%4‘362880‘"1: E(t)) 1et hm —ltl_l;lbl(l E+? Z‘l‘

A5+ er=1

Applications du développements limités.

Le DL,(0) d’une fonction /' définie et dérivable au voisinage de 0 est f(t) = f(0) + f'(0)t + te(t) avec
}Ci_r)%s(x) =0.

Les deux premiers termes du DL donnent une équation de la tangente a la courbe cen 0 : y = f(0) +

f'(0)x.

La position relative de la tangente et de la courbe ¢ est donnée par le signe au voisinage de 0 de

I’expression f(t) — [f(0) + f'(0)t].

Exemple.
Déterminer le DL,(0) de la fonction f(x) = \/% définie sur ]-1,+oo[. En déduire une équation de la

tangente T a la courbe ¢ au point d’abscisse 0, ainsi que la position relative de c et T au voisinage de ce
point.

fO) ==

On en dedult que la tangente a la courbe en 0 a pour équationy = 1 — %x.

=(14+x)"V2=1- x+§x2+xzs(x)aveca=—letn=2.
8 2

Au voisinage de 0, la position relative de T et de ¢ est donnée par le signe f(x) — [1 - %x] = %xz +

x%e(x) et puisque x%£(x) est négligeable, le signe est celui de %xz > 0. La courbe c est donc au-dessus de
sa tangente T au voisinage de 0.

I1. Opérations sur les développements limités :

Somme ou différence de fonctions.
Déterminer le DL3(0) de la fonction f(x) = e* — ﬁ définie sur ]—1,+oo[. En déduire }Ci_r)ré (ex — L) x 1
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1 xz  x3 3 2 3 3
foy=er—rt—=(1+x+5+ -+ 3@ |- (1-x+x2 - 23 + Xey(x))

1+x 2 6
x: X3
f=1+x+5+F+xea@-1+x—-x*+2° - Pe()
2 7 3
f0 =2x—%+%+x3£(x)

. 1 1_ 4 _x, 7x° 2 _
doncklir&(ex—m)x;—!}_r)%@ st tx s(x))—Z
Produit ou quotient de fonctions.

Déterminer le DL3(0) de la fonction g(x) = cosx X sinx définie sur R. En déduire lin&w
X—

g(x) = cosx X sinx = (1 _x + x3¢ (X)> X (X X +x3e OC))
2 1 6 2

g =x——+ x3e5(x) — 5 t13 e+ xtey (x) — gEam+ x685(x)€1 (X)
x3  x3 x2  x? x3
g =x— € 7 +x3( &(x) + Vi 782(96) + xe1(x) — gsl(x) + x3g,(x)€1 (%)
e(x)
3 2x3 | 5

. . i . 2
On en déduit que lim 22 — Jim <1 — 27 4 X2, (x)) =1
x—0 X x—0 3

Composée de fonctions.
Déterminer le DLs(0) de la fonction A(x) = sin(3x) définie sur R.

Déterminer lim sin(3x)—3x et lim sin(3x)—3x
x>0 x—0 x
t3  t°
int =t ——+—+t>(t
> 6 t120 TEW
On pose ensuite ¢ = 3x donc
5
. _ (3x)3%  3x)° ; B 3343 35,5 s
sin(3x) = 3x T+W+(3x) €(3x) = 3x 3 ><2+5><4><3><2 +x53 :',((jx)
9x3 81x°
. _o 9% y
sin(3x) = 3x —— +—5 T XEW
: i - . 2 4 ,
iy (5 2t o) =
. sin(3x)—3 . 9, 81 / 9
et }Cl_rgmx# = }Cl_r)la(—§+4—;+ X€ (x)> =—=
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