
EQUATIONS DIFFERENTIELLES 

1/Equations différentielles du premier ordre : le cours 

 Le cours Résoudre l'équation différentielle (ED) 

4𝑦′ − 𝑦 = 10 

Telle que 𝑦(0) = 6 

Sans second membre 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0 4𝑦′(𝑥) − 𝑦(𝑥) = 0 

1/Solutions générales de 

l'ED sans second membre 
𝑦0 = 𝐾𝑒−

𝑏
𝑎

𝑥
 

Où k est une constante réelle 

quelconque 

𝑎 = 4 𝑒𝑡 𝑏 = −1 𝑑𝑜𝑛𝑐 
𝑏

𝑎
=

−1

4
 

Donc les solutions générales de l'ED sans second 

membre sont : 

𝑦(𝑥) = 𝐾𝑒−
(−1)

4
𝑥 = 𝐾𝑒

𝑥
4 

Avec second membre 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 𝑐 4𝑦′(𝑥) − 𝑦(𝑥) = 10 

2/On cherche une solution 

particulière yp de 

l'équation avec second 

membre 

On cherche yp tel que 

𝑎𝑦𝑝
′ + 𝑏𝑦𝑝 = 𝑐 

On va chercher une fonction constante (indication 

donnée dans l'énoncé) solution de l'ED 

Comme yp est constante y'
p=0 

On a donc : 4 × 0 − 𝑦𝑝 = 10                    𝑦𝑝 = −10 

yp=-10 est donc une solution particulière de l'ED 

3/LES solutions générales 

de l'ED avec second 

membre  

Les solutions générales de l'ED avec 

second membre résultent de la somme 

des solutions trouvées au 1/ et au 2/ : 

𝑦 = 𝑦0 + 𝑦𝑝  

Les solutions générales de l' ED avec second membre 

sont de la forme: 

𝑦(𝑥) = 𝐾𝑒
𝑥
4 − 10 

4/ LA solution unique de 

l'ED 

Elle est imposée par une condition 

initiale du type y(x0)=y0 qui permet de 

déterminer la valeur de K 

On veut trouver LA solution de l'ED telle que y(0)=6 

 𝐾𝑒
0

4 − 1                𝐾 × 1 − 10 = 6                                  
   𝐾 = 6 + 10 = 16 

 

LA solution de l'ED vérifiant y(0)=6 est donc : 

𝑦(𝑥) = 16 𝑒
𝑥
4 − 10 

 

2/ Equations différentielles du premier ordre : les exos 

2.1/ On considère l’équation différentielle linéaire du premier ordre (E) : 5y’ – 6y = 6 sur IR où y est unefonction de la variable x, 

dérivable de dérivée y’. 

1. Résoudre l’équation différentielle linéaire (E0) : 5y’ – 6y = 0 

2. Trouver la fonction constante f, solution particulière de (E). 

3. En déduire les solutions de l’équation différentielle linéaire du premier ordre (E)sur IR 

4. Déterminer la solution de (E) tel que y(0) = 2 

2.2/ On considère l’équation différentielle (E) du premier ordre : 2
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
− 3𝑥(𝑡) = 9𝑡 − 12  où x est une fonction de la variable t, 

dérivable sur IR. 

1. Résoudre l’équation différentielle (E) : 2
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
− 3𝑥(𝑡) = 0 

2. Déterminer 2 réels A et B tel que la solution particulière f(t) = At + B soit solutionparticulière de (E). 

3. En déduire les solutions générales de (E). 

2.3/ On considère l’équation différentielle linéaire du premier ordre (E) : 𝑦′ − 𝑦 = −
𝑒𝑥

𝑥2 sur IR+* où y est unefonction de la 

variable x, dérivable de dérivée y’. 

1. Résoudre l’équation différentielle linéaire sans second membre 

2. Vérifier que la fonction définie par : 𝑔(𝑥) =
𝑒𝑥

𝑥
est une solution particulière de (E). 

3. En déduire les solutions de l’équation différentielle linéaire du premier ordre (E) sur IR+* 

 

 



3/ Equations différentielles du premier ordre : les exos type BTS 

1/  

2/ / 



4 Equations différentielles du second ordre : le cours / 

 

 Le cours Résoudre l'équation différentielle (ED) 

𝑦′′ − 3𝑦′ + 2𝑦 = 8𝑥2 − 24𝑥 

Telle que 𝑓(0) = 0 et 𝑓′(0) = 0 

Sans second membre 𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0 𝑦′′ − 3𝑦′ + 2𝑦 = 0 
1/Solutions générales 

de l'ED sans second 

membre 

L'équation caractéristique associée est: 

 𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 et  son discriminant. 

 

     - Si  Δ > 0  

alors l’équation caractéristique possède deux 

racines r1 et r2 réelles et distinctes. La 

solution générale de l’ED est alors : 

𝑓(𝑥) = λ𝑒𝑟1𝑥 + μ𝑒𝑟2𝑥 

où  et  sont deux constantes. 

 

     - Si  Δ = 0  

alors l’équation caractéristique possède une 

racine double r réelle. La solution générale 

de l’ED est alors : 

𝑓(𝑥) = (λ𝑥 + μ)𝑒𝑟𝑥 

où  et  sont deux constantes. 

 

    - Si  Δ < 0  

alors l’équation caractéristique possède deux 

racines complexes conjuguées  

𝑟1 = α + 𝑖β et 𝑟2 = α − 𝑖β.  

La solution générale de l’ED est alors ! 

𝑓(𝑥) = (λcos(β𝑥) + μsin(β𝑥))𝑒α𝑥  

où  et  sont deux constantes. 

 

Son équation caractéristique est : 

 

 𝑟2 − 3𝑟 + 2 = 0 

 

Δ = (−3)2 − 4 × 2 = 9 − 8 = 1, 

 

il y a deux racines  

𝑟1 =
3−1

2
= 1 et  

𝑟2 =
3+1

2
= 2.  

Les solutions sont 𝑦0(𝑡) = λ𝑒𝑡 + μ𝑒2𝑡 

où  et  sont deux constantes 

Avec second membre 𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑑(𝑥) 𝑦′′ − 3𝑦′ + 2𝑦 = 8𝑥2 − 24𝑥 
2/On cherche une 

solution particulière 

yp de l'équation avec 

second membre 

On cherche yp tel que : 

𝑎𝑦𝑝
′′ + 𝑏𝑦𝑝

′ + 𝑐𝑦𝑝 = 𝑑(𝑥) 

On va déterminer a, b et c tels que la fonction 𝑔(𝑥) =
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 définie sur soit solution particulière de 

l'ED (cette indication doit être fournie dans l'énoncé). 

 

𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐, 

 𝑔′(𝑥) = 2𝑎𝑥 + 𝑏  

 𝑔′′(𝑥) = 2𝑎  

donc 𝑔′′(𝑥) − 3𝑔′(𝑥) + 2𝑔(𝑥) 

= 2a − 3(2ax + b) + 2(a𝑥2 + bx + c) 

= 2𝑎𝑥2 + (−6𝑎 + 2𝑏)𝑥 + 2𝑎 − 3𝑏 + 2𝑐 

= 8𝑥2 − 24𝑥,  

donc 𝑎 = 4, 𝑏 = 0 et 𝑐 = −4 donc  

𝑔(𝑥) = 4𝑥2 − 4  

est une solution particulière de (E). 

3/LES solutions 

générales de l'ED 

avec second membre  

Les solutions générales de l'ED avec second 

membre résultent de la somme des solutions 

trouvées au 1/ et au 2/ : 

𝑦 = 𝑦0 + 𝑦𝑝  

Les solutions générales de l' ED avec second membre 

sont de la forme: 

𝑦(𝑥) = λ𝑒𝑥 + μ𝑒2𝑥 + 4𝑥2 − 4 

4/ LA solution unique 

de l'ED 

Elle est imposée par deux conditions 

initiales du type y(x0)=y0 et y'(x0)=y'
0 qui 

permettent de déterminer la valeur de et   

On veut trouver LA solution de l'ED  

telle que y(0)=0et y'(0)=0 

y(0) = 0 = λ + μ − 4, 

y(𝑥) = λ𝑒𝑥 + μ𝑒2𝑥 + 4𝑥2 − 4 donc 𝑦′(𝑥) = λ𝑒𝑥 +
2μ𝑒2𝑥 + 8𝑥 

𝑦′(0) = 0 = λ + 2μ 

{
λ + μ = 4
λ + 2μ = 0

    ⇔     {
λ = 4 − μ
4 − μ + 2μ = 0

  ⇔

    {
λ = 4 − μ
4 + μ = 0

  ⇔     {
λ = 4 − (−4)
μ = −4

⇔     {
λ = 8
μ = −4

  

La solution vérifiant la condition initiale est 

 𝑓(𝑥) = 8𝑒𝑥 − 4𝑒2𝑥 + 4𝑥2 − 4 

 



5/ Equations différentielles du second ordre : les exos 

5.1/Résoudre l'équation différentielle :𝑦′′(𝑥) + 2𝑦′(𝑥) + 𝑦(𝑥) = 4𝑒−𝑥sachant que y(0)=1 et y'(0)=1 

(On vérifiera que 𝑓(𝑥) = 2𝑥2𝑒−𝑥 est une solution particulière) 

 

5.2/On considère x la fonction définie sur IR, de la variable t vérifiant l'équation différentielle : 𝑥"(𝑡) + 4𝑥(𝑡) = −6sin (𝑡) 

 5.2.1/Résoudre l'équation différentielle : 𝑥"(𝑡) + 4𝑥(𝑡) = 0 

 5.2.2/Vérifier que  𝑔(𝑡) = −2 𝑠𝑖𝑛(𝑡)  est une solution particulière de l'ED avec second membre. 

 5.2.3/En déduire les solutions de l'ED. 

 5.2.4/ Déterminer la fonction x solution de l'ED vérifiant 𝑥(𝑜) = −1 𝑒𝑡 𝑥′(0) = 0 

 

6/ Equations différentielles du second ordre : les exos type BTS 

Exercice1 

 

 



Exercice2 

 

 

 



CORRECTION 

5.1/Résoudre l'équation différentielle :𝑦′′(𝑥) + 2𝑦′(𝑥) + 𝑦(𝑥) = 4𝑒−𝑥sachant que y(0)=1 et y'(0)=1 

(On vérifiera que 𝑓(𝑥) = 2𝑥2𝑒−𝑥 est une solution particulière) 

 

Première étape : sans second membre 

𝑦′′(𝑥) + 2𝑦′(𝑥) + 𝑦(𝑥) = 0 

a=1    b=2  c=1 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 0 

Une racine double r=-2/2a=-2/2*1=-1 

Les solutions de l’ed sans second membre : 𝑦0 = (𝜆𝑡 + 𝜇)𝑒−𝑡 

 

Deuxième étape : la solution particulière 

On nous propose 𝑓(𝑥) = 2𝑥2𝑒−𝑥 

Il faut déterminer f’ et f’’ remplacer et vérifier que l’on trouve 4 exp(-x) 

𝑓′(𝑥) = 2 × 2𝑥 × 𝑒−𝑥 + 2𝑥2 × (−𝑒−𝑥) 

=(4𝑥 − 2𝑥2)𝑒−𝑥 

u=4x-2x^2  u’=4-4x 

v=exp(-x)  v’=-exp(-x) 

u’v+uv’=(4-4x)exp(-x)+(4x-2x^2)(-exp(-x)) 

𝑓′′(𝑥) = (4 − 8𝑥 + 2𝑥2)𝑒−𝑥 

On remplace dans l’équation : 

𝑓′′ + 2𝑓′ + 𝑓 = (4 − 8𝑥 + 2𝑥2)𝑒−𝑥 + 2((4𝑥 − 2𝑥2)𝑒−𝑥) + 2𝑥2𝑒−𝑥 

(2𝑥2 − 2 × 2𝑥2 + 2𝑥2 − 8𝑥 + 2 × 4𝑥 + 4)𝑒−𝑥 

= 4𝑒−𝑥 

On trouve bien 4exp(-x) 

On en déduit que 4exp(-x) est bien une solution particulière de l’ed 

 

Etape 3 : « les solutions » 

Elles sont de la forme y=y0+yp 

Donc 𝑦 = (𝜆𝑥 + 𝜇)𝑒−𝑡 + 2𝑥2𝑒−𝑥 = (𝜆𝑥 + 𝜇 + 2𝑥2)𝑒−𝑥 

 

Etape 4 : on trouve LA solution satisfaisant aux conditions initiales : 

 y(0)=1𝑑𝑜𝑛𝑐   𝜇 = 1 

 y’(0)=1  𝑦′(𝑥) = (𝜆 + 2 × 2𝑥)𝑒−𝑥 + (𝜆𝑥 + 𝜇 + 2𝑥2)(−𝑒−𝑥) = (𝜆 + 4𝑥 − 𝜆𝑥 − 1 − 2𝑥2)𝑒−𝑥 

𝑦′(0) = 1 = 𝜆 − 1 

Donc 𝜆 = 2 

LA solution satisfaisant aux conditions initiales est :𝑓(𝑥) = (2𝑥 + 1 + 2𝑥2)𝑒−𝑥 



5.2/On considère x la fonction définie sur IR, de la variable t vérifiant l'équation différentielle : 𝑥"(𝑡) + 4𝑥(𝑡) = −6sin (𝑡) 

 5.2.1/Résoudre l'équation différentielle : 𝑥"(𝑡) + 4𝑥(𝑡) = 0 

 5.2.2/Vérifier que  𝑔(𝑡) = −2 𝑠𝑖𝑛(𝑡)  est une solution particulière de l'ED avec second membre. 

 5.2.3/En déduire les solutions de l'ED. 

 5.2.4/ Déterminer la fonction x solution de l'ED vérifiant 𝑥(𝑜) = −1 𝑒𝑡 𝑥′(0) = 0 

5.2.1/Etape1 : « sans second membre » 

Equation caractéristique :  𝑟2 + 0 × 𝑟 + 4 = 0 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 02 − 4 × 1 × 4 = −16 

∆𝑒𝑠𝑡 𝑛é𝑔𝑎𝑡𝑖𝑓 ∶ 𝑖𝑙 𝑦𝑎 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑑𝑒𝑢𝑥 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑔𝑢è𝑒𝑠 

𝑟1 =
−𝑏−𝑖√−∆

2𝑎
     et 𝑟2 =

−𝑏+𝑖√−∆

2𝑎
 𝑟1 =

−𝑖√−−16

2
     et 𝑟2 =

+𝑖√−−16

2
 𝑟1 =

−𝑖√−−16

2
     et 𝑟2 =

+𝑖√−−16

2
 

𝑟1 = 2𝑖 𝑒𝑡 𝑟2 = −2𝑖 

 Le cours : «   - Si  Δ < 0  

alors l’équation caractéristique possède deux racines complexes conjuguées  

𝑟1 = α + 𝑖β et 𝑟2 = α − 𝑖β.  

La solution générale de l’ED est alors ! 

𝑓(𝑥) = (λcos(β𝑥) + μsin(β𝑥))𝑒α𝑥 où  et  sont deux constantes. » 

Pour nous 𝛼 = 0 𝑒𝑡 𝛽 = 2 

Donc 𝑥0 = (𝜆 cos(2𝑡) + 𝜇 sin(2𝑡))𝑒0 = 𝜆 cos(2𝑡) + 𝜇 sin(2𝑡) 

5.2.2/Etape 2 

Vérifions que  𝑔(𝑡) = −2 𝑠𝑖𝑛(𝑡)  est une solution particulière de l'ED avec second membre 

𝑔′(𝑡) = −2 cos (𝑡) 

𝑔′′(𝑡) = −2 (− sin(𝑡)) = 2sin (𝑡) 

𝑔"(𝑡) + 4𝑔(𝑡) = 2𝑠𝑖𝑛𝑡 + 4 × (−2𝑠𝑖𝑛𝑡) = (2 − 4 × 2)sin (𝑡) = −6sin (𝑡) 

C’est vérifié ! 

5.2.3/ les solutions s’obtiennent en faisant la somme des solutions sans second membre et de la solution particulière avec second 

membre : 

  𝑥(𝑡) = 𝜆 cos(2𝑡) + 𝜇 sin(2𝑡) − 2𝑠𝑖𝑛𝑡 

5.2.4/les conditions initiales sont 

𝑥(0) = −1 𝑒𝑡 𝑥′(0) = 0 

Première condition initiale : 𝑥(𝑜) = −1 

𝑥(0) = 𝜆 cos(2 × 0) + 𝜇 sin(2 × 0) − 2𝑠𝑖𝑛0 = 𝜆 = −1 

Donc : 𝜆 = −1 

Première condition initiale : 𝑥′(𝑜) = 0 

𝑥′(𝑡) = −2𝜆𝑠𝑖𝑛(2𝑡) + 2𝜇 cos(2𝑡) − 2𝑐𝑜𝑠𝑡 

𝑥′(0) = −2𝜆𝑠𝑖𝑛(2 × 0) + 2𝜇 cos(2 × 0) − 2𝑐𝑜𝑠0 = 2𝜇 − 2 = 0 

Donc 𝜇 = 1 

Pour conclure la solution correspondant aux conditions initiales est : 𝑥(𝑡) = − cos(2𝑡) + sin(2𝑡) − 2𝑠𝑖𝑛𝑡 



6/ exercice1 

1    a    ∆= 32 − 4 × 10 × 0.2 = 1 

𝑟1 =
−3−√1

2×10
= −0.2  𝑟2 =

−3+√1

2×10
= −0.1 

1     b   les solutions de E0 : 𝑦0(𝑡) = 𝜆𝑒−0.2𝑡 + 𝜇𝑒−0.1𝑡 

2 𝑔(𝑡) = 5 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑔′(𝑡) = 0 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑔′′(𝑡) = 0  

On remplace dans l’ED 10 𝑔′′ + 3𝑔′ + 0.2𝑔 = 0 + 0 + 0.2 × 5 = 1 

Ce qu’il fallait démontrer 

3 L’ensemble des solutions s’obtient en additionnant les solutions de l’équation sans second membre et la solution particulière : 

𝑦(𝑡) = 𝜆𝑒−0.2𝑡 + 𝜇𝑒−0.1𝑡 + 5 

4 

𝑦(2) = −3𝑒−0.2×2 + 6𝑒−0.1×2 + 5 = 7.9𝑚 

6/ exercice2 

 

 

Ou par substitution : j’exprime k1 en fonction de k2 dans la deuxième  

-k1=-1+4k2 k1=1-4k2   et je remplace dans la première 1-4k2+k2+5/2=5 1-3k2=5-5/2 -3k2=5-5/2-1 

-3k2=3/2  k2=3/2/(-3)=-1/2 


