EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1/Equations différentielles du premier ordre : le cours

I'équation avec second
membre

Le cours Résoudre I'équation différentielle (ED)
4y' —y =10
Telle que y(0) = 6
Sans second membre ay'+by=0 4y'(x) —y(x) =0
1/Solutions générales de R -1
I'ED sans second membre . Yo =Ke @ a=4eth=—1donc a 4
Ou k est une constante réelle . o h
Donc les solutions générales de I'ED sans second
quelconque membre sont :
iG] x
y(x) = Ke % ¥ = Ket
Avec second membre ay'+by=c 4y'(x) —y(x) =10
2/On cherche une solution On cherche y,, tel que On va chercher une fonction constante (indication
particuliére y,, de ay, + by, =c donnée dans 1'énoncé) solution de 'ED

Comme y, est constante y,=0
Onadonc:4x0—y, =10 yp =—10
yp,=-10 est donc une solution particuliére de I'ED

3/LES solutions générales
de I'ED avec second

Les solutions générales de I'ED avec
second membre résultent de la somme

Les solutions générales de I' ED avec second membre
sont de la forme:

déterminer la valeur de K

membre des solutions trouvées au 1/ et au 2/ : y(x) =K e% —10
Y=Yot+ ¥
4/ LA solution unique de Elle est imposée par une condition On veut trouver LA solution de I'ED telle que y(0)=6
I'ED initiale du type y(xo0)=yo qui permet de

0
Kes—1 Kx1-10=6

K=6+10=16

LA solution de I'ED vérifiant y(0)=6 est donc :
X
y(x) =162 —10

2/ Equations différentielles du premier ordre : les exos

2.1/ On considére I’équation différentielle linéaire du premier ordre (E) : Sy’ — 6y = 6 sur IR ou y est unefonction de la variable x,

dérivable de dérivée y’.

1. Résoudre 1’équation différentielle linéaire (Eo) : 5y’ — 6y =0

2. Trouver la fonction constante f, solution particuli¢re de (E).

3. En déduire les solutions de 1’équation différentielle linéaire du premier ordre (E)sur IR

4. Déterminer la solution de (E) tel que y(0) =2

2.2/ On considére I’équation différentielle (E) du premier ordre : 2

dérivable sur IR.

1. Résoudre 1’équation différentielle (E) : 2

dx(t)
dt

—-3x(t)=0

dx(t)
dat

— 3x(t) = 9t — 12 ou x est une fonction de la variable t,

2. Déterminer 2 réels A et B tel que la solution particuliére f(t) = At + B soit solutionparticulic¢re de (E).

3. En déduire les solutions générales de (E).

2.3/ On considére 1’équation différentielle linéaire du premier ordre (E) : y' —y = — i—z sur IR™ ou y est unefonction de la

variable x, dérivable de dérivée y’.

1. Résoudre 1’équation différentielle linéaire sans second membre

2. Vérifier que la fonction définie par : g(x) = ex—xest une solution particuli¢re de (E).

3. En déduire les solutions de 1’équation différentielle linéaire du premier ordre (E) sur IR*




3/ Equations différentielles du premier ordre : les exos type BTS

Lorsqu'un fil électrique est parcouru par un courant électrique d'intensité constante, celui-ci s’échauffe
par effet Joule et sa température varie en fonction du temps. On note f(¢) la température, exprimée
en degré Celsius, du conducteur & 'instant ¢, exprimé en seconde, avec f variant dans l'intervalle
[0; +ool.

Dans cet exercice, on se propose d étudier I'évolution de la température du conducteur en fonction
du temps.

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante

A. Résolution d'une équation différentielle

A l'instant t = 0 de la mise sous tension, la température du conducteur est celle du milieu ambiant,
c'est-a-dire 18 degrés Celsius. Ainsi, ona f(0)) = 18.
Dans les conditions de 'expérience, la fonction f est solution de I'équation différentielle (E) :

¥y +0,05y=2,
ol y est une fonction inconnue de la variable ¢, définie et dérivable sur I'intervalle [0 ; +oof, et V' sa

fonction dérivée.

1. a. Résoudrel'équation (Eg) : ' +0,05y=0.
On fournit la formule suivante :

Equation différentielle Solutions sur un intervalle /
ay'+by=0 f[rJ=ke'%‘

b. Vérifier que la fonction g définie sur v par g(t) = 40 est une solution de I'équation diffé-
rentielle (E).

c. Endéduire les solutions définies sur 'intervalle [0 ; +oo[ de I'équation différentielle (£).
2. On rappelle que la température initiale du conducteur est 18° Celsius.
Ainsi, la fonction f exprimant la température du conducteur est la solution de I'équation diffé-
rentielle (E) vérifiant la condition initiale f(0) = 18.
1/ Déterminer alors une expression de la fonction f.

Plusieurs projets de train & trés haute vitesse et a propulsion
électromagnétique sont en préparation, a I'image de 'Hy-
perloop.

Les wagons ont une forme cylindrique et sont propulsés
dans un tube & basse pression afin de réduire les frottements.
Les ingénieurs ont fixé comme objectif impératif pour le dé-
part de chagque wagon d'atteindre en moins de 2 minutes
une vitesse instantanée de 400 km.h~".

On note f(¢) la distance parcourue par le wagon, en km, a l'instant ¢ en minute. On suppose que f
est une fonction de la variable ¢ définie et dérivable sur 'intervalle [0; 3].

Lobjectif de cel exercice est d'étudier la fonction f afin de vérifier les caractéristiques du départ.

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante

A. Résolution d'une équation différentielle
En appliquant les contraintes physiques et technologiques du projet, de premiers résultats conduisent
a I'équation différentielle (E) :

¥y —0,2y=3t,

oi1 y est une fonction inconnue de la variable réelle ¢, définie et dérivable sur l'intervalle [0; +oo[ et
' 1a fonction dérivée de y.

1. Résoudre sur [0; +ec| I'équation différentielle (Ey) :

¥ —0,2y=0.
On fournit les formules suivantes :
Equation différentielle Solutions sur un intervalle J
¥ +ay=0 ylt) = ke "

2. Vérifier que la fonction g, définie sur [0; 3] par g(t) = —15¢ — 75, est une solution de I'équation
différentielle (E).

3. En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

4. Au temps t =0, le wagon est au point de départ. Déterminer la fonction f solution de (E) véri-
fiant la condition initiale f(0) = 0.

2/



4 Equations différentielles du second ordre : le cours /

Le cours

Résoudre I'équation différentielle (ED)
y" =3y + 2y =8x%—24x
Telle que f(0) =0 etf'(0) =0

Sans second membre

ay"' +by ' +cy=0

y' =3y +2y=0

1/Solutions générales
de I'ED sans second
membre

L'équation caractéristique associée est:
ar? + br + ¢ = 0 et A son discriminant.

-SiA>0
alors 1’équation caractéristique posséde deux
racines 7 et r, réelles et distinctes. La
solution générale de I’ED est alors :
f(x) =2Ae™* + pe™*
ou A et p sont deux constantes.

-SiA=0
alors 1’équation caractéristique posséde une
racine double r réelle. La solution générale
de I’ED est alors :
fG) = (x +pwe™

ou A et p sont deux constantes.

-Si A<O
alors 1’équation caractéristique posséde deux
racines complexes conjuguées
n=a+ifetr, =a—Iif.
La solution générale de I’ED est alors !
flx) = (lcos(Bx) + usin(Bx))e“x

ou A et u sont deux constantes.

Son équation caractéristique est :
r2=3r+2=0
A=(-3) —-4%x2=9-8=1,

il y a deux racines
3-1
Tl = T = 1 et
T, = 3%1 =2
Les solutions sont y, (t) = Ae® + pe?*
ou A et 1 sont deux constantes

Avec second membre

ay" + by +cy =dx)

y" =3y +2y =8x% — 24x

2/On cherche une
solution particuliére
yp de 1'équation avec
second membre

On cherche y, tel que :
ay, + by, + cy, = d(x)

On va déterminer a, b et c tels que la fonction g(x) =
ax? + bx + ¢ définie sur soit solution particuliére de
I'ED (cette indication doit étre fournie dans I'énoncé).

g(x) = ax?® +bx +c,

g (x)=2ax+b

9" (x) = 2a

donc g""® —3g"® + 2g(x)

=2a—3(2ax+b) + 2(ax? + bx + c)

= 2ax?+ (—=6a + 2b)x + 2a — 3b + 2¢

= 8x2% — 24x,
donca=4,b=0etc=—4donc

g(x) = 4x? -4

est une solution particulicre de (E).

3/LES solutions
générales de 'ED
avec second membre

Les solutions générales de I'ED avec second
membre résultent de la somme des solutions
trouvées au 1/ et au 2/ :

Y=Yot+¥p

Les solutions générales de I' ED avec second membre
sont de la forme:
y(x) = Ae* + pe +4x* — 4

4/ LA solution unique
de I'ED

Elle est imposée par deux conditions
initiales du type y(x0)=yo et y(X0)=yo qui
permettent de déterminer la valeur de) et p

On veut trouver LA solution de I'ED
telle que y(0)=0et y'(0)=0
y(0)=0=2A+pn—4,
y(x) = Ae* + pe?* + 4x% — 4 donc y'(x) = Ae* +
2ue? + 8x
y'(0)=0=2A+2pn

{7\+u=4 {A=4—u o

A+2u=0 4—p+2p=0
{A=4—u o {)\=4—(—4)@ {?\=8
4+p=0 p=—4 p=—4

La solution vérifiant la condition initiale est
f(x) =8e* —4e** + 4x* — 4




| 5/ Equations différentielles du second ordre : les exos

5.1/Résoudre I'équation différentielle :y"' (x) + 2y'(x) + y(x) = 4e *sachant que y(0)=1 et y'(0)=1

(On vérifiera que f(x) = 2x2e™ est une solution particuliére)

5.2/On considére x la fonction définie sur IR, de la variable t vérifiant I'équation différentielle : x"(t) + 4x(t) = —6sin (t)
5.2.1/Résoudre I'équation différentielle : x"(t) + 4x(t) = 0
5.2.2/Vérifier que g(t) = —2 sin(t) estune solution particuli¢re de 'ED avec second membre.
5.2.3/En déduire les solutions de I'ED.

5.2.4/ Déterminer la fonction x solution de 'ED vérifiant x(0) = —1 et x'(0) =0

6/ Equations différentielles du second ordre : les exos type BTS

Exercicel

Dans un régulateur de niveau, La hauteur de liquide varie
en fonction du temps. On note fi(t) la hauteur (en métre) at-
teinte par le liquide a l'instant ¢ (en heure).

On suppose que h est une fonction de la variable réelle ¢ dé-
finie et deux fois dérivable sur [0 ; +eol.

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante

A. Résolution d'une équation différentielle

Une étude mécanique montre que la fonction h est solution de I'équation différentielle

(E) 103" +3y +0,2y =1,

oi1 y est une fonction inconnue de la variable réelle ¢, définie et deux fois dérivable sur [0 ; +ocl, ' la
fonction dérivée de y et ¥ sa fonction dérivée seconde.

1. a. Résoudre dans R I'équation 10r* +3r +0,2 = 0.

b. En déduire les solutions de I'équation différentielle () :

10y" +3)" +0,2y=0.

On fournit les formules suivantes :

Equations Solutions sur un intervalle /

Equations différentielle SiA=0: yit)=Ae"" +pe™’, oll ry et r2 les solutions de 'équation
caractéristique.

ay"+ by +cy=0. SiA=0: y(t) = (At+p)e™, ol r est la racine double de 'équation

caractéristique.

Equation caractéristique : | SiA<0:y(f) = [Acos(ft) + psin(ft)|e™, otir = a+ifetrs = a—iff
ar®+br+c = 0dediscrimi- | sont les racines complexes conjuguées de I'équation caractéris-
nant A. tique.

2. Vérifier que la fonction g, définie sur [0 ; +ec par g(t) = 5, est une solution de I'équation diffé-
rentielle (E).

3. En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

4. Les conditions initiales du systéme mécanique conduisent a poser i(0) = 8 et k'(0) = 0. Un
logiciel de caleul formel fournit I'expression suivante de la fonction h.

= Calcul formel
1 | RésolEquaDiff[10y" + 33 +0,2y = 1, y,£,(0,8),(0,0)]
— }'=Ee'ﬁ —3e"5+5

Quelle est la hauteur du liquide au bout de deux heures? Arrondir au dixieme.



Exercice2

Sur une chaine de montage, une piece de
10 kg est située sur un plateau.

On note fit) la cote (en meétres) du pla- m
teau a l'instant ¢ (en secondes), calculée
par rapport au sol. fin -

On suppose que f est une fonction de la | |

variable réelle ¢ définie et deux fois déri-
vable sur [0 ; +o0o|.

L'objectif de 'exercice est d'émdier f afin | |
de réaliser correctement le transfert de la
piéce sur un tapis roulant.

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.
A. Résolution d'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle (£) :

y'+5y +4y =10,

ol y est une fonction de la variable x, définie et deux fois dérivable sur [0 ; +ool, '

la fonction dérivée de y et ¥" sa fonction dérivée seconde.

1. a. Résoudre dans R I'équation r* +5r +4 = 0.

b. Endéduire les solutions définies sur B de I'équation différentielle (Ey) :
¥ +5y +4y=0.

On fournit les formules suivantes :

Equations Solutions sur un intervalle [
Equation diffé-

SiA=0, fit) ="+ pe" ol r et

rentielle . oy .
ra sont les racines de I'équation ca-
ractéristique.
ay"+by' +cy=0 SiA=0, fle)=(At+ple olirestla
racine double de |'équation caracté-
ristigue.
Equation caractéristique : SiA =0,

ar’®+ br+c=0de discriminant A. | f(t) = [Acos(ft) + usin(ft)]e”’ oi
rn =a+if et r» = a—if sont les
racines complexes conjuguées de
I'équation caractéristique.

2. Un logiciel de calcul formel résout ci-dessous I'équation différentielle (E).
La ligne d'entrée (%il) est la ligne de commande de la résolution de 1'équa-
tion différentielle (E).

La ligne notée (%ol) est la ligne de sortie.

Ce logiciel note %e™" la quantité e™' et k1 et %uk2? deux constantes réelles k
et .kz.

(Fmil) ode? ("diff(y, t,2) +5 " diff(y, t) + 4+ y = 10, y, t);

3
(%ol) y =%kl *%E'I+“.:Ek2“.%e'“+z

Létude du systéme mécanique montre que [ est la solution de I'équation
différentielle (E) vérifiant les conditions initiales fi0) =5et f'(0) =-1.

En utilisant le résultat du logiciel, qu'on ne demande pas de démaontrer, dé-
terminer une expression de f(f) en fonction de r.



CORRECTION
5.1/Résoudre 1'équation différentielle :y"' (x) + 2y’ (x) + y(x) = 4e~*sachant que y(0)=1 et y'(0)=1

(On vérifiera que f(x) = 2x2e™* est une solution particuliére)

Premiére étape : sans second membre
y'() +2y' () +y(x) =0
a=l b=2  c=1
A=b?—4ac=0
Une racine double r=-2/2a=-2/2*1=-1

Les solutions de I’ed sans second membre : y, = (At + u)e™*

Deuxiéme étape : la solution particuliere
On nous propose f(x) = 2x2%e™*
11 faut déterminer f* et f*” remplacer et vérifier que 1’on trouve 4 exp(-x)

fl(x) =2%2x xe™ +2x% X (—e™)

=(4x — 2x%)e™*
u=4x-2x"2 u’=4-4x
v=exp(-X) v’=-exp(-x)

w’vtuv’=(4-4x)exp(-x)+(4x-2x"2)(-exp(-x))
f'(x) = (4—8x + 2x?)e™*
On remplace dans I’équation :
7 +2f +f=(4—8x+2x¥e™ +2((4x — 2x?)e™™) + 2x2%e*
(2x? —2x2x%2 +2x2 —8x + 2 X 4x + 4)e™™*
= 4e™*
On trouve bien 4exp(-x)

On en déduit que 4exp(-x) est bien une solution particuliére de I’ed

Etape 3 : « les solutions »
Elles sont de la forme y=yo+y,

Doncy = (Ax + et + 2x%e™ = (Ax + u + 2x%)e™™

Etape 4 : on trouve LA solution satisfaisant aux conditions initiales :
y(0)=ldonc u=1
y’(0)=1 Y(x)=A+2%x2x)e ¥+ Ax+u+2x)(—e™)=A+4x —Ax—1—2x»)e™™
y0)=1=21-1
Donc A =2

LA solution satisfaisant aux conditions initiales est :f (x) = (2x + 1 + 2x%)e™*



5.2/0On consideére x la fonction définie sur IR, de la variable t vérifiant I'équation différentielle : x"(t) + 4x(t) = —6sin (t)
5.2.1/Résoudre 1'équation différentielle : x"(t) + 4x(t) = 0
5.2.2/Vérifier que g(t) = —2 sin(t) est une solution particuliére de 'ED avec second membre.
5.2.3/En déduire les solutions de I'ED.
5.2.4/ Déterminer la fonction x solution de 'ED vérifiant x(0) = —1 et x'(0) =0
5.2.1/Etapel : « sans second membre »
Equation caractéristique : 72+ 0X7r+4 =10
A=b?—4ac=02-4x1x4=-16

Aest négatif : il ya donc deux racines complexes conjuguees

—b-iVE —b+ivA N +iy==T6 _iy==T6 +iV=T6
rn = 2a et rn = 2 = 2 et rn = 2 = 2 et n = 2
rn=2etr,=-2i

Lecours:« -Si A<O
alors 1’équation caractéristique posséde deux racines complexes conjuguées
n=a+ifetr, =a—Iif.
La solution générale de I’ED est alors !
flx) = (Acos(Bx) + usin(Bx))e“x ou A et p sont deux constantes. »
Pournousa =0etf =2
Donc xq = (A cos(2t) + usin(2t))e® = Acos(2t) + usin(2t)
5.2.2/Etape 2
Vérifions que g(t) = —2 sin(t) est une solution particuliére de I'ED avec second membre
g'(t) = —2cos (t)
g" () = =2 (—sin(t)) = 2sin (t)
g"'(t) +4g(t) = 2sint + 4 X (—2sint) = (2 — 4 X 2)sin (t) = —6sin (t)
C’est vérifié !

5.2.3/ les solutions s’obtiennent en faisant la somme des solutions sans second membre et de la solution particuliére avec second
membre :

x(t) = Acos(2t) + usin(2t) — 2sint
5.2.4/les conditions initiales sont
x(0)=—-1etx'(0)=0
Premiére condition initiale : x(0) = —1
x(0) = Acos(2 X 0) + usin(2 X 0) — 2sin0 =1 = —1
Donc:4 = -1
Premiére condition initiale : x'(0) = 0
x'(t) = —24sin(2t) + 2p cos(2t) — 2cost
x'(0) = —24sin(2 X 0) + 2 cos(2 X 0) —2cos0 =2u—2 =0
Doncpu =1

Pour conclure la solution correspondant aux conditions initiales est : x(t) = — cos(2t) + sin(2t) — 2sint



6/ exercicel

| a A=32—4x10x02 =1
=20 02 =12 04
2X10 2X10

1 b les solutions de Eo: yo(t) = 1e™02t + ye~01¢
2 gt) =5donc g'(t) =0donc g"(t) =0
On remplace dans ’ED 10 g +3g' +02g =0+ 0+02%x5=1
Ce qu’il fallait démontrer
3 L’ensemble des solutions s’obtient en additionnant les solutions de 1’équation sans second membre et la solution particuliére :

y(t) = 2e702 4 pe=01t 4 5

y(2) = —3e702%2 4+ 6¢701%2 + 5 = 7.9m

6/ exercice2

A. Résolution d'une équation différentielle

1. a. r°+5r+4 =0 est une équation du second degré dont les solutions sont: ry = —l et r; = —4

b. D’aprés le rappel des formules, la solution générale, sur [0 ; +ool, de I'équation différen-
tielle :

¥ +5y +4y=0 est y(x) = ke~ + kpe™ ¥

oi1 ky et k» sont deux constantes réelles.

2. Le résultat du logiciel de caleul formel permet de dire que f, la solution générale sur [0 ; +oa|
de I'équation différentielle

¥y 45y +4y =10

4 pOUT eXpression :

' -
_f[.r] = IC]E-"L + :CEE-J"L + E

ol ky et ks sont deux constantes réelles.
Onadonc f'(x) = —kje " + (—4)kze™ " = — ke~ —dkpe™ ¥,

Déterminons la solution particuliére telle que :

2
{ﬂm = 5 {k.+k2+— = 5 .
. _ — o , d’ol par somme
foy = -1 ki -k, = -1
3 1
—3k2=— by =——.
TR
Par substitution dans la premiére équation :
1 5
.ﬁ'l——+—=5 — k| =13
2 2
1 3
La solution particuliére est définie par: f(x) = 3e~* - EE'_“ + 3

Ou par substitution : j’exprime k1 en fonction de k2 dans la deuxiéme
-k1=-1+4k2 k1=1-4k2 et je remplace dans la premiére 1-4k2+k2+5/2=5 1-3k2=5-5/2 -3k2=5-5/2-1
-3k2=3/2 k2=3/2/(-3)=-1/2



